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В данной работе рассматривается задача оптимального управления, описы-
ваемой гиперболической системой первого порядка с двумя независимыми переменными. 
Критерий оптимальности представляет собой интегральный квадратичный функцио-
нал. Доказано существование единственного оптимального управления. Получены необ-
ходимые и достаточные условия оптимальности управления. Нахождение оптимально-
го управления и минимума функционала сводится к решению нелинейной интегро-
дифференциальной системы с частными производными. Далее, аналогичные результа-
ты получены для бесконечного интервала по времени.  
  

Ключевые слова: гиперболическая система, интегро-дифференциальные урав-
нения, оптимальное управление, сопряжённая задача, смешанная задача. 
 
 При решении практических задач теории оптимизации управления 
объектов с распределёнными параметрами особое место занимают гипер-
болические системы. В работах [2,3.7,8] доказаны теоремы существова-
ния и единственности решения задачи Коши и смешанной задачи для ги-
перболических систем первого порядка с двумя независимыми перемен-
ными. Работы [9,10] посвящены исследованию задачи оптимального 
управления, описываемых гиперболической системой первого порядка. 
 1. Постановка задачи. Пусть управляемый процесс в области 

}0,0{ Ttlx <<<<=Ω  описывается каноническим видом линейной ги-
перболической системы по Петровскому 
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с граничными условиями 
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 ],0[ Tt∈                      (2) 

и начальным условием 
],0[,,...,2,1,)()0,( lxnixxz ii ∈==ϕ ,                                     (3) 

где nitxi ,...,2,1,0),( =>λ . 

 Левой границей характеристики с положительным наклоном 0>
dt
dx  

назовём «уходящие», а с отрицательным наклоном «приходящие». Для пра-

вой границы характеристики с 0>
dt
dx  - «приходящие», а с 0<

dt
dx  - «уходя-

щие» ([2], стр.183). 
 Граничные условия, заданные на одной из границ, называются диссипа-
тивными, если в точках этой границы для любых функций 

)),(),...,,.(),,(( 21 txztxztxz n , удовлетворяющих граничным условиям, вы-
полнено неравенство 

022 ≤+− ∑∑
iуходящимпо

ii
i

ii zz λλ
 приходящим по

,                                                  (4) 

 Предположим, что на каждой из границ выполняются неравенства 
(4). 
 Положим 
             )),(),...,,(),,(),...,,((),( 11 00

txtxtxtxdiogtx nnn λλλλ −−=Λ + , 
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)'(  означает транспонирование. 

 Задачу (1)-(3) можно записать в матричных обозначениях в виде: 

utxCztxA
x
ztx

t
z ),(),(),( +=

∂
∂

Λ+
∂
∂ ,                                       (1′ ) 

),(),(),,0(),0( tlztlztztz βα == ,                                          ( 2′ ) 
)()0,( xxz ϕ= .                                                                          ( 3′ ) 

 Допустимые управления ),( txu  являются любыми функциями из 
)(2 ΩrL . 

 Предполагается, что удовлетворяются следующие условия: 
а) ),(,),(,),( txCtxAtxΛ  непрерывные матрицы и кроме того, матрица 

),( txΛ  имеет непрерывную производную по x ; 
б) начальная функция )(xϕ  непрерывна на ],0[ l . 
 Предположим, что для каждого допустимого управления ),( txu  
существует единственное решение ),( txz  смешанной задачи (1)-(3), опре-
делённое в области Ω  [2,3,8].  
 Требуется в классе допустимых управлений найти такое управле-
ние ),( txu  и соответствующее ему решение ),( txz  смешанной задачи (1)-
(3), что интегральный квадратичный критерий качества 

                   ∫∫∫
Ω

+′+′= ),(),(),([),()(),()(
0

txztxWtxzdxTxzxFTxzuJ
l

  

dxdttxutxUtxu )],(),(),(′+                                                   (4) 
принимал наименьшее возможное значение, где )(),(,)( nntxWxF ×− - 
симметричные, неотрицательные и непрерывные матрицы. )(),( rrtxU ×−  
-мерное симметричная, положительно-определённая и непрерывная мат-
рица. 
 2. Существование и единственность оптимального управления.  
 Теорема 1. Пусть выполняются все условия, наложенные на дан-
ные задачи оптимального управления. Тогда в задаче (1)-(4) существует 
единственное оптимальное управление. 
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 Доказательство. Пусть )},({ txum  последовательность допустимых 
управлений, для которой последовательность )( muJ  монотонно, убывая, 
стремится к )(inf uJ : 

          +




′= ∫∞→∞→

l

mmmm
dxTxzxFTxzuJ

0

),()(),(lim)(lim  

)(inf)],(),(),(),(),(),([ uJdxdttxutxUtxutxztxWtxz mmmm =




′+′+ ∫∫
Ω

, (5) 

где ),( txzm  - решение смешанной задачи (1)-(3) при управлении ),( txum . 
Тогда последовательность )},({ txum  будет в )(2 ΩrL  ограничена. Поэтому 
из последовательности )},({ txum  можно извлечь такую подпоследова-
тельность (снова обозначим её через ),( txum , которая слабо в )(2 ΩrL  схо-
дится к некоторой функции )(),( 20 Ω∈ rLtxu . Обозначим через ),(0 txz  ре-
шение смешанной задачи (1)-(3) при управлении ),(0 txu . 
 Так как последовательность )},({ txum  слабо в )(2 ΩrL  сходится к 

),(0 txu , то существует последовательность линейных комбинаций 
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сильно в )(2 ΩrL , сходящаяся к ),(0 txu . Положим 
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и  обозначим через ),( txzm  решение смешанной задачи (1)-(3) при управ-
лении  ),( txum . Докажем, что последовательность ),( txzm  сходится рав-
номерно по t  в ),0(2 lLn  сходится к функции ),(0 txz  при ∞→m . 
 Имеет место следующее тождество 
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Отсюда, в силу условия (4), можно написать 
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Используя неравенство 222 baab +≤  имеем 
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где NM ,  - константы. 
 Положим 

                   ∫ −=
l

m dxtxztxztv
0

2
0 ),(),()( . 

 Последнее неравенство запишем в виде 

             τττττ dxdxuxuNdvMtv
t l
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0 0
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В силу леммы Гронуолла, получим 

dxdtxuxuLdxtxztxz m

l

m ∫∫∫
Ω

−≤− 2
0

0

2
0 ),(),(),(),( ττ ,                     (7) 

где 0>= constL . 
 Отсюда следует, что последовательность )},({ txzm  равномерно по 

],0[ Tt∈  сходится в ),0(2 lLn  к функции ),(0 txz . Отметим, что функционал 
)(uJ  полупрерывен снизу на )(2 ΩrL , поэтому он слабо полупрерывен 

снизу на )(2 ΩrL  ([1], стр.52). 
 Из (5) имеем 

               +′=≤ ∫∞→

l

mm
dxTxzxFTxzuJuJ

0
000 ),()(),()(lim)(  
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              dxdttxutxUtxutxztxWtxz )],(),(),(),(),(),([ 0000 ′+′+ ∫∫
Ω

. 

 Следовательно, ),(0 txu  оптимальное управление, а ),(0 txz  - реше-
ние смешанной задачи (1)-(3) при управлении ),(0 txu . 
 Теперь докажем единственность оптимального управления. Пусть 

),( txu  и ),( txv  два различных оптимальных управления. Обозначим через 
),( txzu  и ),( txzv  - решение смешанной задачи (1)-(3) при управлениях 

),( txu  и ),( txv , соответственно. 
 Положим  
               Ω∈∈−+= ),(,)1,0(),,()1(),(),( txtxvtxutxu λλλλ . 
Тогда  
               ),()1(),(),( txztxztxz vu λλλ −+=  
является решением смешанной задачи (1)-(3) при управлении ),( txuλ . Из 
строгой выпуклости функционала (4) следует справедливость неравенства 
             )(),(inf)()1()()( 2 Ω∈∀=−+< rLuuJvJuJuJ λλλ . 
 Следовательно, наименьшее значение функционал )(uJ  достигает 
при управлении ),( txuλ . Получается противоречие. Это противоречие до-
казывает единственность оптимального управления. 
 3. Необходимое и достаточное условия оптимальности. 
 Введём сопряженную задачу как решение системы уравнений 

ztxWPtxAPtx
xt

P ),(),()),(( =′+Λ
∂
∂

+
∂
∂                                            (8) 

с граничными условиями 

),(),(),(),(

,),0(),0(),0(),0(

tlPtltlPtl

tPttPt

Λ′=Λ

Λ′=Λ

β

α
                                                        (9) 

и с конечным условием 
0),()(),( =+ TxzxFTxP .                                                                (10) 

 Теорема 2. Пусть ),( txu  допустимое управление, а ),( txz  решение 
смешанной задачи (1)-(3) при этом управлении. Необходимым условием 
оптимальности ),( txu  является существование решения системы 

 PtxQztxA
x
ztx

t
z ),(),(),( =−

∂
∂

Λ+
∂
∂ ,                                              (11)  

ztxWPtxAPtx
xt

P ),(),()),(( =′+Λ
∂
∂

+
∂
∂ ,                                          (8) 

удовлетворяющего условиям (2),(3) и (9),(10), где 
              ),(),(),(),( 1 txCtxUtxCtxQ ′= − . 
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 Доказательство. Пусть ),( txu  оптимальное управление, а ),( txz  - 
решение задачи  (1)-(3) при этом управлении. Докажем, что существует 
решение системы (11), (8). Для фиксированной )(),( 2 Ω∈ rLtxr , положим 
               εεε ,),(,),(),(),( Ω∈+= txtxrtxutxu  - число. 
Тогда для решения  ),( txzε  задачи (1)-(3) при управлении ),( txuε , имеем 
               ),(),(),( txtxztxz Φ+= εε , 
где ),( txΦ  определяется как решение задачи 

),(),(),(),( txrtxCtxA
x

tx
t

=Φ−
∂
Φ∂

Λ+
∂
Φ∂ ,                                  (12) 

0)0,(,),(),(,),0(),0( =ΦΦ=ΦΦ=Φ xtltltt βα .                       (13) 
 Представим приращение функционала в виде  

  
+′+Φ′+

+Φ′=−=∆

∫∫

∫

Ω

dxdttxrtxUtxutxtxWtxz

dxTxxFTxzuJuJuJ
l

)],(),(),(),(),(),([2

),()(),(2)()()(
0

ε

εε

 

)(),(),(),(),(),(),(2 εηε +



 −Φ−

∂
Φ∂

Λ+
∂
Φ∂′+ ∫∫

Ω

dxdttxrtxCtxtxA
x

tx
t

txP , (14) 

где  

     +ΦΦ′+ΦΦ′= ∫∫∫
Ω

),(),(),([),()(),()( 2

0

2 txtxWtxdxTxxFTx
l

εεεη  

             dxdttxrtxUtxr )],(),(),(′+ . 
Из (14) интегрируя по частям, имеем 

∫∫∫∫ ∫
ΩΩ

Φ
′







∂
∂

−Φ′=
∂
Φ∂′ dxdttx

t
PdxTxTxPdxdt

t
txP

l

),(),(),(),(
0

, 

∫∫∫∫ ∫
ΩΩ

ΦΛ′
∂
∂

−ΦΛ′=
∂
Φ∂

Λ′ dxdttxtxtxP
x

dttxtxtxPdxdt
x

txtxP l
T

),(),(),((),(),(),(),(),(
0

0

. 
 Учитывая полученные равенства в (14) и пользуясь тем, что ),( txP  
- решение задачи (8)-(10), получим 

)(),()],(),(),(),([2)( εηε +′−′=∆ ∫∫
Ω

dxdttxrtxCtxPtxUtxuuJ .          (15) 

Для решения ),( txΦ  задачи (12).(13) имеет место следующее тождество, 
носящее название интеграла энергии ([2], стр.193): 

         ∫ ∫∫ ∫ +ΦΦ=



 ΦΦΛ

∂
∂

+ΦΦ
∂
∂ t lt l

txDdxdttx
xt 0 00 0

),),([(),),((),(  
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          dxdttxtxrtxC ))],(),,(),((2 Φ+ . 
Отсюда, рассуждая аналогично при получении оценки интегралов энер-
гии (7), имеем  

         2

)(
0 0

2

0

2

2
),(),(

Ω
≤≤Φ ∫ ∫∫ rL

t ll

rLdxdxrLdxtx ττ . 

 В силу выражения )(εη , имеем 
                   )()( εεη o= . 
 Так как ),( txu  - оптимальное управление, то для любых ),( txr  из 

)(2 ΩrL  верно неравенство 
              0)(),()],(),(),(),([2)( ≥+′−′=∆ ∫∫

Ω

εε odxdttxrtxCtxPtxUtxuuJ . 

Здесь членом )(εo  можно пренебречь, а числа ε  может быть как положи-
тельным, так и отрицательным, поэтому 

 0),()],(),(),(),([ =′−′∫∫
Ω

dxdttxrtxCtxPtxUtxu .                          (16) 

 Так как равенство (16) выполняется для любого ),( txr  из )(2 ΩrL , 
то 
              0),(),(),(),( =′−′ txCtxPtxUtxu  почти везде в Ω . 
 Отсюда, имеем 

      ),(),(),(),( 1 txPtxCtxUtxu ′= −  почти везде в Ω .                         (17) 
Подставив вместо ),( txu  выражение (17) в уравнении (1), получим урав-
нение (11). Теорема доказана. 
 Теорема 3. Пусть существует решение )),(),,(( tzPtxz  задачи (11), 
(8), (2),(3),(9),(10). Тогда оптимальное управление ),( txu  задачи (1)-(4), 
определяется равенством (17). 
 Доказательство. Пусть )),(),,(( tzPtxz  решение задачи (8),(11), 
(21,13),(9),(10) и ),( txu  определена равенством (17). 
 Положим, для любых ),( txr  из )(2 ΩrL ,  
                 ),(),(),(,),(),(),( txtxztxztxrtxutxu Φ+=+= , 
где ),( txΦ  является решение задачи (12),(13). 
 Аналогично тому, как было получено (15), имеем 

η+′−′=∆ ∫∫
Ω

dxdttxrtxCtxPtxUtxuuJ ),()],(),(),(),([2)( ,             (18) 

где 
0)],(),(),(),(),(),([ ≥′+ΦΦ′= ∫∫

Ω

dxdttxrtxUtxrtxtxWtxη .         (19) 



 

 47 

Отсюда, если в равенстве (18) подставим вместо ),( txu  её выражение 
(17), получим 
                                       0)( ≥=∆ ηuJ . 
Из полученного неравенства следует, что управление, определённое ра-
венством (17), является оптимальным управлением в задаче (1)-(4). Тео-
рема доказана. 
 4. Нелинейная интегро-дифференциальная система. Пусть  

)();,( nntsxG ×−  - матрица определена в области )0,0,0( TtlslxD <<<<<< , 
является решением системы 

,),(),(),,(),(),,(

),(),()),(()),((

0

txWsxdtsGtQtxG

tsGAGtxAtsG
s

Gtx
xt

G

l

Φ=+

++′+Λ
∂
∂

+Λ
∂
∂

+
∂
∂

∫ σσσσ
              (20) 

удовлетворяет граничным условиям 

),,(),(),,(),(

),,,(),(),,(),(

),,,(),(),,(),(

),,,(),(),,(),(

tlxGtltlxGtl

toxGtotoxGto

tslGtltslGtl

tsoGtotsoGto

Λ′=Λ

Λ′=Λ

Λ′=Λ

Λ′=Λ

β

α

β

α

                                                (21) 

и начальному условию 
0)(),(),,( =Φ+ sFsxTsxG ,                                                            (22) 

где для ),( sxΦ  верно равенство 

),(),(),(),(),(
0

txztxWdstsztsWsx
l

=Φ∫ .                                        (23) 

 Теорема 4. Пусть ),,( tsxG  - решение задачи (20)-(22). Тогда для 
оптимального процесса )),(),,(( txztxu  задачи (1)-(4), функция 

∫=
l

dstsztsxGtxP
0

),(),,(),(                                                           (24) 

является решением сопряжённой задачи (8)-(10), а оптимальное управле-
ние ),( txu  имеем вид (17). Минимальное значение функционала (4) равно 

∫ ∫ ′−=
l l

dxdssosxGxuJ
0 0

)(),,()()( ϕϕ .                                             (25) 

 Доказательство. Из (24) имеем 

                ∫ +=
l

ttt dstsztsxGtsztsxGtxP
0

)],(),,(),(),,([),( , 
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                ∫ Λ=Λ
l

xx dstsztsxGtxtxPtx
0

),()),,(),(()),(),(( , 

                ∫ ′=′
l

dstsztsxGtxAtxPtxA
0

),(),,(),(),(),( . 

Подставив полученные выражения в уравнение (8) и учитывая равенство 
(9), имеем 

                ∫ ++Λ−+
l

st tsztsAtsztstsxGtsztsxG
0

),(),(),(),()[,,(),(),,({  

                 +Λ++ ∫ ),()),,(),((]),(),,(),(
0

tsztsxGtxdtztsGtsQ x

l

σσσ  

0)},(),(),(),(),,(),( =Φ−′+ dstsztsWsxtsztsxGtxA .                 (26) 
Отсюда интегрируя по частям и меняя порядок интегрирования, получим: 

∫∫ Λ−Λ=Λ
l

s
l

l

s dstsztstsxGtsztstsxGdstsztstsxG
0

0
0

),()),(),,((),(),(),,(),(),(),,( , 

∫ ∫∫ ∫ 







=







 l ll l

dstszdtsGtQtxGdsdtztsGtsQtsxG
0 00 0

),(),,(),(),,(),(),,(),(),,( σσσσσσσ . 

Учитывая граничные условия (21) и полученные равенства в (26), имеем: 

 

{

} .0),(),(),(),,(),(),,(),,(),(

),(),,()),,(),(()),(),,((),,(

0

0

=Φ−+′+

++Λ+Λ+

∫

∫

dstsztsWsxdtsGtQtxGtsxGtxA

tsAtsxGtsxGtxtstsxGtsxG

l

l

xst

σσσσ

 

 Так как, ),,( tsxG   является решением системы (20), то получим, 
что функция ),( txP , определенная формулой (24), является решением за-
дачи (8)-(10). Оптимальное управление ),( txu  определена формулой (17). 
В формуле вместо ),( txP  подставив (24), получим 

∫′= −
l

dstsztsxGtxCtxUtxu
0

1 ),(),,(),(),(),( .                            (27) 

Теперь найдем минимум функционала (4). Для этого рассмотрим функ-
цию  

∫ ∫ ′=
l l

dxdstsztsxGtxzty
0 0

),(),,(),()( .                                      (28) 

Отсюда дифференцируя по t , имеем 
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            ∫ ∫ +′+′=
l l

tt tsztsxGtxztsztsxGtxzty
0 0

),(),,(),(),(),,(),({)(  

                dxdstsztsxGtxz t )},(),,(),(′+ . 
Подставляя сюда выражения ),( txzt  из равенства (1) и ),( tszt  из (11), по-
лучим 

   

++Λ−′+′+

+′++Λ−= ∫ ∫
),(),(),(),()[,,(),(),(),,(),(

),(),,(]),(),(),(),(),(),({[)(
0 0

tsztsAtsztstsxGtxztsztsxGtxz

tsztsxGtxutxCtxztxAtxztxty

st

l l

x
 

.)]},(),( dxdstsPtsQ+                                                                                  (29) 
Интегрируя по частям, имеем 

     

.),()),(),,()(,(

),(),(),,(),(),(),(),,(),(

,),()),,(),()(,(

),(),,()),(),((),(),,()),(),((

0

0
0

0

0
0

∫

∫

∫

∫

Λ′−

−Λ′=Λ′

Λ′−

−′Λ=′Λ

=

=

=

=

l

s

ls

s

l

s

l

x

lx

x

l

x

dstsztstsxGtxz

tsztxtsxGtxzdstsztxtsxGtxz

dxtsztsxGtxtxz

tsztsxGtxztxdxtsztsxGtxztx

 

 Далее, подставляя вместо ),( tsP  ее выражение (24) и меняя поря-
док интегрирования, получим 

                 

.),(),,(),(),,(),(

),(),,(),(),,(),(

0 0

0 0

∫ ∫

∫ ∫









′=

=







′

l l

l l

dstszdtsGtQtxGtxz

dsdtztsGtsQtsxGtxz

σσσσ

σσσ

 

Учитывая полученные преобразования в (29), имеем 

++′+Λ+Λ+′= ∫ ∫
l l

sxt tsGAGtxAtsGGtxGtxzty
0 0

),(),()),(()),(()[,()(  

         ++ ∫
l

dxdstsztsGtQtxG
0

),()],,(),(),,( σσσ  

          .),(),,()),(),((
00

dxdstsztsxGtxutxC
ll









′+ ∫∫  

Так как, ),,( tsxG  является решением задачи (20)-(22) отсюда имеем  
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.),(),,()),(),((

),(),(),(),()(

00

0 0

dxdstsztsxGtxutxC

dxdstsztsWtstxzty

ll

l l









′+

+Φ′=

∫∫

∫ ∫

 

Учитывая равенства (23) и (27), получим 

               .)],(),(),(),(),(),([)(
0
∫ ′+′=
l

dxtxutxUtxutxztxWtxzty  

Отсюда, интегрируя по t  от 0 до T  имеем 

             .)],(),(),(),(),(),([)0()(
0 0
∫ ∫ ′+′=−
T l

dtdxtxutxUtxutxztxWtxzyTy  

Далее, из (28) следует 

              

.),()(),(

),()(),(),(

),(),,(),()(

0

0 0

0 0

∫

∫ ∫

∫ ∫

′−=

=







Φ′−=

=′=

l

l l

l l

dxTszxFTxz

dxdsTszsFsxTxz

dxdsTszTsxGTxzTy

 

Таким образом, получим 

             
,)],(),(),(),(),(),([

),()(),()0(
0

∫∫

∫

Ω

′+′+

+′=−

dxdttxutxUtxutxztxWtxz

dxTxzsFTxzy
l

 

т.е.  

               

.)()0,,()(

)0,()0,,()0,()0()(

0 0

0 0

∫ ∫

∫ ∫

′−=

=′−=−=

l l

l l

dxdsssxGx

dxdsszsxGxzyuI

ϕϕ

 

Теорема доказана. 
5. Случай бесконечной интервалы по времени. Рассмотрим минимизацию 
функционала 

 ∫ ∫
∞

′+′=
0 0

)],()(),(),()(),([)(
l

dxdttxuxUtxutxzxWtxzuI          (30) 

на множестве решений задачи 
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,0,0),(lim),()0,(

,0),,(),(),,0(),0(

,0,0),,()()()(

lxtxzxxz

ttlztlztztz

tlxtxuxCzxAzxz

t

xt

≤≤==

≥==

><<=−Λ+

∞→
ϕ

βα                         (31) 

где матрицы )(xΛ , )(),( xCxA  удовлетворяют условиям аналогичным  
выше наложенным. 
 Так как коэффициенты системы и граничные условия не зависят от 
аргумента t , то решение смешанной задачи удовлетворяет оценке вида 

)0,0(),( >>≤ − σσ CCetxz t  ([2], стр. 264, [5], стр. 99-101) при lxxC ≤≤= 0,0)( . 
 Сопряженное состояние ),( txP  определяется как решение задачи   

.0,0),(lim
0),,()(),()(

),,0()0(),0()0(

,)()())((

lxtxP
ttlPltlPl

tPtP
zxWPxAPxP

t

xt

≤≤=
≥Λ′=Λ

Λ′=Λ

=′+Λ+

∞→

β
α

                                                 (32) 

 Если 1) вектор-функция ),( txu  измерима в области )0,0( ≥≤≤ tlxD , 
2) существует соответствующее ему решение ),( txz  задачи (31), 3) значе-
ние функционала )(uI  конечно, то управление ),( txu  считается допусти-
мым управлением. 
 Обозначим через )(),( nnsxH ×− -матрицу, которая является реше-
нием в области )0;0( lslx <<<<Ω  системы 

)(),(),()(),(

)()())(())((

0

sWsxdsHQxH

sHAHxAsHHx
l

sx

Φ=+

++′+Λ+Λ

∫ σσσσ
                                  (33) 

удовлетворяющим краевым условиям 

),,()(),()(),0,()0()0,()0(
),,()(),()(),,0()0(),0()0(
lxHllxHlxHxH
slHlslHlsHsH

Λ′=ΛΛ′=Λ
Λ′=ΛΛ′=Λ

βα
βα

      (34) 

где  

               ),()(),()(),(),()()()(
0

1 txzxWdstszsWsxxCxUxCxQ
l

=Φ′= ∫− . 

 Теорема 5.  Пусть ),( sxH -решение задачи (33), (34). Тогда для оп-
тимального процесса )),(),,(( txztxu  задачи (31) имеет место 

),,()()(),( 1 txPxCxUtxu ′= −                                              (35) 

∫=
l

dstszsxHtxP
0

),(),(),(                                                 (36) 
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и минимальное значение функционала (30) равно 

.)(),()()(
0 0
∫ ∫ ′−=
l l

dxdsssxHxuI ϕϕ                                      (37) 

 Доказательство.  Сначала докажем, что функция ),( txP , опреде-
ленная формулой (36) является решением задачи (32). Из (36) имеем 

                           

.),(),()(),()(

,),()),()(()),()((

,),(),(),(

0

0

0

∫

∫

∫

′=′

Λ=Λ

=

l

l

xx

l

tt

dstszsxHxAtxPxA

dstszsxHxtxPx

dstszsxHtxP

 

Кроме того из уравнения (1) и равенства (36), получим  

              ∫++Λ−=
l

st dtzsHsQtszsAtszstsz
0

),(),()(),()(),()(),( σσσ . 

Учитывая полученные равенства в уравнении (32), имеем 

} .0),()(),(),(),()(),()),()((

),(),()(),()(),()(),(
0 0

=Φ−′+Λ+

+














++Λ−∫ ∫

dstszsWsxtszsxHxAtszsxHx

dtzsHsQtszsAtszssxH

x

l l

s σσσ
(38) 

Отсюда интегрируя по частям и меняя порядок интегрирования, получим 

 
.),(),(),(),(),(),()(),(

,),())(),((),()(),(),()(),(

0 00 0

0
0

0

∫ ∫∫ ∫

∫∫









=









Λ−Λ=Λ

l ll l

l

s
l

l

s

dstszdsHtQxHdsdtzsHsQsxH

dstszssxHtszssxHdstszssxH

σσσσσσσ
 

Подставив полученные равенства в (38), имеем 

        

.0),()}(),(),()(),(

)(),(),()())(),(()),()({(

0

0

∫

∫

=Φ−+

++′+Λ+Λ

l

l

sx

dstszsWsxdsHQxH

sAsxHsxHxAssxHsxHx

σσσσ

 

Справедливость полученного равенства следует из (33), (34). Как в теоре-
ме 4, для функции 

∫ ∫ ′=
l l

dxdstszsxHtxztg
0 0

),(),(),()(                                            (39) 
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получим 

∫ ∫ ′+′=−
T l

dxdttxuxUtxutxzxWtxzgTg
0 0

)],()(),(),()(),([)0()( ,      (40) 

где 

                    ∫ ∫ ′=
l l

dxdsTszsxHTxzTg
0 0

),(),(),()( . 

Так как  по условии 0),(lim =
∞→

Txz
T

, то 0)(lim =
∞→

Tg
T

. Переходя в (40) 

к пределу при ∞→T , получим  

              )()],()(),(),()(),([)0(
0 0

uIdxdttxuxUtxutxzxWtxzg
l

=′+′=− ∫ ∫
∞

. 

Далее, из (39), имеем 

               ∫ ∫ ′=
l l

dxdsssxHxg
0 0

)(),()()0( ϕϕ . 

Таким образом 

                ∫ ∫ ′=−=
l l

dxdsssxHxguI
0 0

)(),()()0()( ϕϕ . 

Теорема доказана.  
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İKİ SƏRBƏST DƏYİŞƏNLİ BİRİNCİ TƏRTİB XƏTTİ HİPERBOLİK  
SİSTEM ÜÇÜN OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ 

 
K.Q.HƏSƏNOV, T.S.TANRIVERDİYEV  

 
XÜLASƏ 

 
 İşdə iki sərbəst dəyişənli birinci tərtib xətti xüsusi törəməli hiperbolik sistem üçün 
qarışıq məsələ ilə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələsi öyrənilir. Funksional inteqral 
kvadratik şəklində götürülür. Optimal idarəedicinin varlığı və yeganəliyi haqqında teoremlər 
isbat olunur. Optimal idarəedici üçün zəruri və kafi şərt tapılır. Optimal idarəedicinin və 
funksionalın minimum qiyməti qeyri-xətti inteqro-diferensial sistemin həlli vasitəsilə tapılır. 
Oxşar nəticə zaman intervalı sonsuz olduqda da alınır. 
  

Açar sözlər: Hiperbolik sistem, inteqro-diferensial tənliklər, optimal idarəetmə, 
qoşma məsələ, qarışıq məsələ. 
 

 
 

OPTIMAL CONTROL FOR FIRST ORDER LINEAR HYPERBOLIC SYSTEMS 
WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES 

 
K.K.HASANOV, T.S.TANRIVERDIYEV  

 
SUMMARY 

 
In the work optimal control problems are considered, describing by the first order 

hyperbolic system with two independent variables. The optimality criterion represents the 
integral quadratic functional. The existence and uniqueness for the optimal control are proved. 
Necessary and sufficient conditions for optimality are derived. Finding of the optimal control 
and the minimum of the functional is reduced to the solution of the linear integro-differential 
system with partial derivatives. Similar results were obtained for an infinite time interval. 
 

Keywords:  hyperbolic system, integro-differential equation, optimal control, conjugate 
problem, mixed problem. 
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